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概要
Cayleyの定理は群論の初等的な結果で，任意の有限群は対称群のある部分群と同型であること
を主張している．したがって，対称群の帰納極限は任意の有限群を含む．本講演では，対称群と
似た振る舞いをするカンドルを構成し，そのようなカンドルの帰納極限として，任意の有限カン
ドルを含むカンドルを構成する．さらに，これらのカンドルのいくつかの応用についても述べる．

1 カンドル
カンドルとは空でない集合 X とその上の二項演算 ◁ : X ×X → X の組で，以下を満たすもので

ある：

Q1 任意の x ∈ X に対して，x ◁ x = x,

Q2 任意の y ∈ X に対して，右からの演算 sy : X 3 x 7→ x ◁ y ∈ X が全単射,

Q3 任意の x, y, z ∈ X に対して，(x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z)．

定義における写像 sy を y ∈ X における点対称と呼ぶ．また，x ◁−1 y := s−1
y (x)とかく．2つのカン

ドルの間の写像で二項演算を保つものを，カンドル準同型という．以下に，カンドルの例を挙げる．

例 1.1 (cf. [Loo69]). (M, s) を対称空間とする．ここで，s : M → Diff(M) は x ∈ M に対して、
その点での点対称 sx : M → M を与える写像である．M 上の二項演算を x ◁ y := sy(x) と定める
と、M はカンドルになる．

例 1.2. Gを群とする．G上の二項演算を x ◁ y := y−1xy で定めるとカンドルになる．これを群 G

の共役カンドルと呼び，Conj(G)とかく．また，Gの部分集合 C が共役演算で閉じているとき，C

は Conj(G)の部分カンドルとなり，これを Conj(C)とかく．

例 1.3. 群 Gとその自己同型 σ ∈ Aut(G)をとる．このとき，G上の二項演算を x ◁ y := σ(xy−1)y

で定めるとカンドルになる．これを一般化 Alexander quandle と呼び，GAlex(G, σ)とかく．

また，X 上の二項演算 ◁が条件 (Q2), (Q3)を満たすとき，X をラックという．明らかに，任意の
カンドルはラックである．一方で，カンドルではないラックも存在する.
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例 1.4 ([FR92]). 群 G が集合 X に右から作用しているとする．このとき，X × G は二項演算を
(x, g) ◁ (y, h) := (x · h, h−1gh)に定めることでラックとなる．このラックを X ×R Gと書く．

ラックが与えられると，その二項演算を用いてカンドルを構成することができる．

命題 1.5 ([AG03]). ◁ を集合 X 上のラック演算とする．このとき，以下で定まる二項演算 ◁̃ は X

上のカンドル演算となる:
x◁̃y := (x ◁−1 x) ◁ y (x, y ∈ X).

2 群作用から定まるカンドル
例 1.4のラックを命題 1.5を用いてカンドルにすると，次が得られる．

定義 2.1. 群 Gが集合 X に右から作用しているとする．このとき，直積 X ×G上の二項演算 ◁を
次で定義する：

(x, g) ◁ (y, h) = (x · g−1h, h−1gh) ((x, g), (y, h) ∈ X ×G).

また，X ×Q G := (X ×G, ◁)とかく．

命題 2.2. X ×Q Gはカンドルである．ここで，(x, g) ◁−1 (y, h) = (x · gh−1, h−1gh)で与えられる．

続けて，このカンドルの標準的な部分カンドルを構成する．

命題 2.3. 群 Gが集合 X に右から作用しているとする．α ∈ Gと p ∈ X を固定する．αの Gでの
共役類を Cα とする．また，{xy−1 | x, y ∈ Cα}で生成される部分群を D とし，pの D による軌道
を Y とおく．このとき，X ×Q Gの部分集合 Y ×Q Cα を次で定義する：

Y ×Q Cα := {(p · d, d−1ad) ∈ Y × Cα | d ∈ D}．

このとき，次が成り立つ．

1. Y ×Q Cα は X ×Q Gの部分カンドル．
2. Y への D の作用が自明ならば，Y ×Q Cα は Conj(Cα)と同型．
3. Y へのDの作用が自由ならば，Y ×QCα はGAlex(D, ια)と同型．ただし，ια(d) := α−1dα.

例 2.4 (cf [Eis03]). K を S3 内の結び目とする．G(K) = π1(S
3 \K) を結び目群とし，G(K) の

G(K)自身への右作用 g · h := ghを考える．このとき，メリディアン µ ∈ G(K)の共役類 Cµ と単
位元 e ∈ G(K) の軌道 Y による部分カンドル Y ×Q Cµ は，K を一点で切り開いて得られる long

knotの結び目カンドルに同型となる．

一般にカンドル X が与えられると，点対称が生成する群 Inn(X) := 〈sx | x ∈ X〉が右から作用す
る．この作用から定まるカンドル X ×Q Inn(X)を考えると，次が成り立つ：

命題 2.5. カンドル X に対して，ϕ(x) := (x, sx)で定まる写像 ϕ : X → X ×Q Inn(X)は単射カン
ドル準同型である．



3 主結果と応用
n点からなる集合を [n] := {1, 2, . . . , n}とかく．[n]には n次対称群 Sn が自然に作用する．

定義 3.1. n次対称群 Sの [n]への作用から定まるカンドルを QSn := [n]×Q Sn とかく．

次が本稿の主定理である．

定理 3.2. 有限カンドルX に対して，ある正整数 nが存在して，単射準同型X → QSn が存在する．

Proof. X の濃度を nとおく．また，X の各元に添え字を与え，X = {x1, . . . , xn}とする．このと
き，任意の x ∈ X に対して，対称群のある元 σx ∈ Sn が存在して，xi ◁ x = xσx(i) と書ける．この
とき，ϕ(xi) = (i, σxi

)で定まる写像 ϕ : X → [n]×Q Sn は単射カンドル準同型である．

系 3.3. 帰納極限 lim−→QSn は任意の有限カンドルを部分カンドルとして含む．

続けて，このカンドルの応用を述べる．ベクトル空間 Cn の単位球面 S2n−1 へのユニタリ群
U(n) の作用から得られるカンドル S2n−1 ×Q U(n) を考える．n 点集合 [n] を標準基底に送る写像
e : [n] → S2n−1 と，置換表現 ρ : Sn → U(n)を用いることで次を得る．

系 3.4. QSn は S2n−1 × U(n) に単射で埋め込める．特に，任意の有限カンドルは S2n−1 × U(n)

の部分カンドルとなる．

カンドルがある群の共役カンドルに埋め込めるとき，そのカンドルは admissible であるという．3

点集合上の admissibleではないカンドルが知られている．したがって，次も得られる．

系 3.5. n > 2に対して，QSn は admissibleではない．
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